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Introduction 


La premiere chose a comprendre en sciences et en mathematiques pour 
faire les premiers pas, c’est de comprendre que l’on comprend tres peu!.. 
Ce n’est vraiment pas simple de comprendre ga. 

Misha Gromov, Entretien radiophonique. 

Dans le mouvement keplerien, les planetes decrivent des ellipses par- 
faites. Tel les rouages d’une horloge, chaque planete possede son orbite, 
dans un mouvement dont l’harmonie a toujours surpris l’etre humain. 

Pourtant, ce mecanisme n’est qu’une approximation, car il ne tient 
pas compt-e des influences mutuelles qu’exercent les planetes les unes 
avec les autres. Lorsqu’au XVIII 6 , les mathematiciens enoncerent la 
loi Newton a l’aide du calcul differentiel, c’est-a-dire sous la forme que 
nous les connaissons aujourd’hui, ils se heurterent au probleme pose 
par ces perturbations. Celles-ci pourraient-elles entrainer au cours des 
annees des modifications significatives de leur trajectoire ? 

La situation atteint une sorte de paroxysme lorsqu’en 1889, Poincare 
demontra que les series utilisees par les astronomes pour calculer les 
deviations aux trajectoires keplerienne etaient divergentes : 1’influence 
de petites perturbations donnaient une contribution infinie! Quelque 
chose d’a peine perceptible repet.e a l’infini finissait par detruire le 
mouvement harmonieux des astres. Ce phenomene fut interprets comme 
une manifestation du chaos et une confirmation des hypotheses de la 
mecanique statistique. 

Nous serions tel des etres microscopiques a l’existence ephemere qui 
vivant au milieu d’un gaz auraient 1’impression d’un mouvement tres 
regulier alors qu’il est en realite tres desordonne. Telle etait la vision 
que pouvait avoir mathematiciens et astronomes du debut du vingtieme 
siecle. 

11 suffit d’une note de quelques pages pour qu’en 1954, Andrei Kol¬ 
mogorov bouleverse ce point de vue. 11 decouvrit que les series des 
astronomes n’etaient pas totalement divergentes : il existait certaines 
trajectoires particulieres pour lesquelles elles pourraient converger. Ces 
trajectoires se confineraient alors a un anneau autour de l’ellipse ke¬ 
plerienne. Ainsi, les deviations se compenseraient et les irregularites 
constatees par les astronomes pourraient bel et bien se compenser. 
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INTRODUCTION 


Kolmogorov exposa ses resultats au congres international des mathema- 
ticiens de 1954. mais personne ne semblait interesse par cette decouverte. 
Kolmogorov, lui-meme, se tourna rapidement vers d’autres horizons. 

II fallut attendre presqu’une decennie, pour qu’en 1963, un jeune eleve 
de Kolmogorov, Vladimir Arnold tente d’appliquer la decouverte theo- 
rique de son maitre au probleme du mouvement de la lune. II decouvrit 
que depuis 1954 aucune demonstration du theoreme de Kolmogorov 
n’avait et.e etablie! Cert.es, Kolmogorov en avail donne l’esquisse, il 
avail nieme donne un algorithme sur lequel se fondait. son approche. 
Mais a aucun moment il n’avait montre que celui-ci convergeait. 

En fait, Arnold ne reussit pas a completer la demonstration de Kolmo¬ 
gorov et, il demontra un resultat beaucoup plus fort, egalement annonce 
par Kolmogorov : au fur et a rnesure que la perturbation diminue, 
presque toutes les trajectoires restent confinees au voisinage de l’ellipse 
keplerienne. 

La meme annee, un autre mathematicien, Jurgen Moser mit au point 
une technique de demonstration generate pour les problemes perturbatifs, 
conime celui rencontre par Kolmogorov. La theorie KAM etait nee. 

Cette naissance a done precede celle de toutes les aut.res theories 
de deformations et d’espaces de modules alors qu’elle presentait de 
nombreuses difficult.es : aspect, fort.ement non-lineaire, espaces de mo¬ 
dules totalement discontinus etc. L’absence de concepts fondamentaux 
a transforme la theorie KAM en une branche technique de l’analyse. 

Pourtant les developpements de la topologie et de la geometrie alge- 
brique au siecle dernier nous ont montre que l’on ne saurait se contenter 
de dehnir des ensembles (espaces vect.oriels, espaces t.opologiques), il 
est necessaire d’introduire des categories. Ce qui joue un veritable role 
ce n’est pas l’objet, mais le morphisme. L’essence de la theorie KAM et 
plus generalement de la theorie des perturbations residerait dans l’etude 
de certaines categories d’espaces vectoriels qui vont au-dela de la simple 
analyse des espaces de Banach ou des chaines d’espaces de Banach. 



CHAPITRE 1 


Le theoreme de Kolmogorov 

§1 Champs de vecteurs hamiltoniens 

Considerons une variete symplectique analytique reelle c’est-a- 

dire une variete analytique reelle munie d’une deux-forme uj analytique 
telle que le produit interieur par u donne un isomorphisme entre fibre 
tangent et cotangent : 

TM —> T*M, X i-a i x uj. 

Cet isomorphisme permet d’associer a chaque forme differentielle un 
unique champ de vecteur. Etant donnee une fonction analytique 

H : M —» M, 

le champ associe a la 1-forme dH s’appelle le champ ham.iltonien de H. 
Le flot de H est par definition le flot de son champ hamiltonien. 

Le lemnie de Darboux dit que toute variete symplectique aclmet le 
modele local (M 2n , JA dqi A dpi). L’isomorphisme entre fibre tangent et 
cotangent est alors donne par 

d q , eA dpi, d Pi i-A -dqi. 

Le champ hamiltonien de H est alors 

n 

Xh:=X(^. H A-A H A)' 

i= 1 

Dans ces coordonnees, le champ de vecteur correspond bien aux equa¬ 
tions differentielles de Hamilton enseignees dans les cours de mecanique : 

Ui = d Pi H 
[Pi = -d q ,H 

§2 Integrales premieres 

Etant donnees deux fonctions 

f,g- M— 

on peut leur associer un crochet de Poisson definit par 

{/,»}=«(X / ,X 8 ). 

On peut parler de fagon indifferenciee du champ hamiltonien de H ou 
de la derivation (H, — 
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1. LE THEOREME DE KOLMOGOROV 


Dans des coordonnees de Darboux, le crochet de Poisson est donne 
par 

n 

{f, 9} = Y1 d Pif d u9 ~ d qi fd Pi g. 

i =1 

Plus generalement, une biderivation est appelee un crochet de Poisson 
si elle verifie l’identite de Jacobi. 

Une B-algebre A munie d’un crochet de Poisson est une algebre de 
Poisson. Un automorphisme est dit de Poisson s’il preserve la structure 
de Poisson. Par exemple, la formule precedente dehnit une structure de 
Poisson sur A = C [t,q,p\ qui est B = C [t] lineaire. On dira que cette 
structure est induite par celle de C [q,p\. 

Une quantite / : M —> M est preservee par le hot de H si sa derivee 
de Lie est nulle, ce qui s’exprime par l’annulation du crochet de Poisson 
avec H. 


L Xh / = 0 « {H, /} = 0. 

Une telle quantite est appele une integrate premiere. Par exemple, si 
M = M 2 et H = p, les seules integrates premieres sont les fonctions de p. 

Dans tout syst.enre hamiltonien, les fonctions de l’hamiltonien sont 
trivialement preservees par le hot. En effet, comme le crochet de Poisson 
est antisymetrique on a : 


L Xh H = {H,H} = 0 

et plus generalement L X[I /(H) = 0. Dans ses methodes mathematiques 
de la mecanique celeste , Poincare demontra que, generiquement, ce sont 
les seules integrales premieres. 

Obtenir une integrate premiere d’un systeme hamiltonien revient 
done a conhner une solution dans une certaine partie de l’espace. Le 
theorenre de Poincare sernble incliquer done qu’une particule peut a 
priori librenrent se nrouvoir sur sa surface d’energie sans contrainte. 
Au debut du XX e siecle, Fermi demontra ce resultat : Pour la plupart 
des systemes hamiltoniens, les seules integrales premieres sur un niveau 
d’energie sont des fonctions de rhamiltonien. 

Exprimons la condition de Fermi algebriquement. Une quantite G est 
preservee sur le niveau d’energie H = 0 pourvu que {H, G} soit une 
fonction de H. On peut le traduire par l’existence d’une fonction / telle 
que 

(H,G} = /(H). 

Poussant un peu plus loin l’idee de Fermi que Ton est conduit a la 
theorie KAM. 
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§3 Ideaux invariants 

Les theoremes de Fermi et de Poincare sont de nature negative. Ils 
montrent que sur une hypersurface d’energie, il n’existe pas d’hyper- 
surface invariante. L’idee de Kolmogorov est de considerer des varietes 
invariantes de dimension infer ieure. 

En geometrie algebrique, on associe a chaque variete, l’ideal des 
fonctions qui s’annule sur celle-ci et il est plus pratique d’adopter ce 
langage algebrique. Celui-ci per met, entre autre, de considerer des 
anneaux de series formelles, de series analytiques ou de polynomes et 
d’inclure le cas des varietes singulieres. 

Soient 

des fonctions analytiques definissant un ideal I. A cet. ideal, on peut 
associer la variete (non necessairement lisse) : 

V(I) = {i6M: fi( x ) = ■ ■ ■ = fk(x) = 0}. 

On dit que I est radical si toute fonction s’annulant sur V(I) appartient 
a I. La proposition suivante nous permet d’algebriser la notion de variete 
invariante : 

Proposition 1. Si l’ideal I est radical alors les assertions suivantes 
sont equivalentes 

i) {H, 1} C I; 

ii) V(I) est invariante par le flot de H. 

Demonstration. On note j\ ,..., fk des generateurs de I. 

i) =>- ii). 

Notons (p t le flot de H au temps t. Soit x un point de V(I), on a : 

fi°<Pt = G I 

done si fi(x) — ■ ■ ■ — f n ( x ) = 0 alors 

fi ° <Pt(x) = 0. 

ii) =^- i). 

Pour tout x : 

fi(x) = ■■■ = f k (x) = 0 =*► fi((ft(x)) = ■■■ = f k (tpt( x )) = 0 
et par consequent, pour tout i : 

4, fi(<Pt{x)) = {K, fi}(x) = 0. 
dt\t=o 

Par consequent les fonctions {H,/*} s’annulent sur V(I). Comme I est 
radical cela entraine que les {H, f t } sont dans I. □ 
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1. LE THEOREME DE KOLMOGOROV 


Pour simplifier, commengons par considerer le cas polynomial 

M = M 2n 

muni de coordonnees qi ,..., q n ,pi,... , p n et notons 
R[q,p] :=R[q 1 ,...,q n ,p u ...,p n ]. 

La condition {H, 1} C I entraine que si I est H-invariant alors la deriva¬ 
tion 

R[q,p\/l-^R[q,p\/l, /^{H,/} 

est bien definie. Comme M[g,p]/I est l’anneau des fonctions sur V(I), 
cette derivation est associee a la restriction du champ hamiltonien de 
H a V(I). 

La remarque fondamentale que nous appliquerons a de nombreuses 
reprises est qu’en restriction a V(I) le flot hamiltonien reste inchange 
si on lui ajoute un element de I 2 . En effet, posons 

H' = H + ^o ij - fjj 

ij 

Pour tout polynome g on a : 

{h + a ijfifji s} = {h, g} + Yl g} + + /?■> g}- 

ij ij ij 

Les polynomes H et H 7 definissent done la meme derivation de M[g,p]/I. 
Exemple 1. Considerons les hamiltoniens 

H : M 2 —» M, (q,p) >-)■ p 

et H 7 = p + qp 2 . L’ideal I engendre par p est H-invariant. Comme 

H 7 = H modi 2 , 
il est egalement H 7 -invariant. Ici, la variete 

V(I) = {(q,p) G M 2 : p = 0 } 

est une droite parametree par q. Les champs hamiltonien de H et H 7 
sont respectivement 

Xh = d q 

X H ' = (1 + 2 pq)d q - p 2 d p 

Dans le plan, ce sont des champs differents, mais ils sont t.ous deux 
egaux a d q en restriction a la droite V(I). 

Exemple 2. Le fibre cotangent au cercle T^S 1 est muni d’une structure 
symplectique canonique que l’on peut identifier a la forme dq A dp sur 
M/27rZ x M avec q e M/ 27 tZ, pel. Soit I l’ideal engendre par p. Le 
hot du Hamiltonien 

H : M/27tZ x K. —> M, (q,p) p 
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decrit des cercles de hauteur constante. Le champ hamiltonien de 

H ' = p + p 2 sin q 

est egal a H en restriction a V(I). En particulier, V(I) est une variete 
invariante de H'. 



§4 Mouvements quasi-periodiques 

Voyons maintenant comment se formule algebriquement la condition 
pour un systeme hamiltonien de posseder une tore invariant. Le tore de 
dimension n 

T n = S 1 x • • • x S 1 

V -V-' 

n fois 

possede un fibre cotangent trivialisable. En effet, si bon note g* G M/27 tZ 
la « coordonnee »sur le i e cercle et dqi la forme differentielle associee. 
Tout champ de vecteur s’ecrit sous la forme 

n 

J ~2ai(q)dqi. 

i=l 

Le fibre cotangent est done isomorphe a T n x M n . Par la suite, nous 
identifierons la section nulle du fibre avec le tore T n . 

Tout fibre cotangent est muni d’une structure symplectique canonique 
standard et on peut trivialiser le fibre cotangent au tore a l’aide des 
« coordonnees action-angle » (pi,..., <p n ,Pi, ■ ■ ■ ,Pn avec <Pi £ M/27tZ et 
Pi G M, de telle sorte que la forme symplectique s’ecrive 

n 

uj = dpi A dp^ 

2=1 
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1. LE THEOREME DE KOLMOGOROV 


Les angles n’etant definis qu’a 2n pres ce ne sont pas des coordonnees 
au sens strict, mats on peut poser : 


Qi = e 


V=l<Pi 


On a alors : 


et par consequent : 



= d^i 


co = ^IJ2 d ^Adp l . 

i~i qi 

Considerons, a titre d’exempl, l’anneau A = C[q, g _1 ,p]. Cest a dire 
l’anneau des ponymomes trigonometriques dans les variables <fi,Pi. 

La section nulle du fibre cotangent est un tore d’equations 

fi ■ T*T n —» M, (q,p) pi, i = l,...,n. 

Notons I C A l’ideal engendre par les fi. On verifie facilement que c’est 
un ideal radical. II revient au meme de dire que la section nulle est un 
tore invariant que 

{H, 1} C I 

ou encore que H est de la forme 

n 

H = a 0 + a.iPi mod I 2 . 

i= 1 

C’est la formulation utilisee par Kolmogorov dans son article de 1954, 
que nous avons done conceptualisee. 

Le vecteur a = (au,..., a n ) s’appelle vecteur des frequences. Sur V(I), 
les equations de Hamilton se reduisent a 

f Qi 

{Pi = o 


On peut les integrer facilement on a 

f qi = qi( 0) + oiit mod27r 
{Pi = 0 

Un tel mouvement s’appelle quasi-periodique. Si les a* sont ration- 
nels alors les trajectoires sont periodiques. En revanche, si les a* sont 
lineairement independants la trajectoire est dense dans le tore. 
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5 Conditions arithmetiques 


Le theoreme KAM garantit qu’un mouvement quasi-periodique per- 
siste sous l’effet de perturbations, si sa frequence est mal approchee 
par les traject.oires rat-ionelles. Precisons cette notion : un vecteur 
a = (ai,...,a n ) est dit diophantien s’il existe des constantes (C,u) 
telles que : 



Un theoreme classique de Dirichlet dit que l’on peut toujours obtenir 
des approximations jusqu’au degre n : 



La condition diophantienne dit qu’on ne peut pas faire mieux que le 
theoreme de Dirichlet. 

La question se pose de savoir si de tels vecteurs existent et s’ils sont 
nombreux. Un nombre trop bien approche par des rationnels comme 



dehnit un vecteur a = (1, l) qui ne verihe pas de condition diophantienne. 
En effet, les nombres rationnels 


N 


/n = X] 10 " n! 


verihent 


|Z — Z N | < 2 • 10“ (N+1)! . 


Posons : 


N 


= (^io (N - n)! ,io N! ) e z 2 . 


n =0 


On a 


(a, Asr) < 2 • (10 _N! ) N 
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1. LE THEOREME DE KOLMOGOROV 


et 

||/3n|| > 10 N! 

done 

< 2||/3||- n . 

II existe done des vecteurs non diophantiens. Cependant, un resultat du 
a Liouville montre que pour tout les nombres algebriques non rationnels 
a G Q \ Q, les vecteurs non nul sur la droite (1, a) sont diophantiens. 
Mais comme Q est denombrable, l’ensemble de tous ces vecteurs torment 
un ensemble de mesure nulle. Cependant : 

Proposition 1. Pour tout v > 0 fixe, Vensemble 

SI, = {« € R” : 3C,Vj 6 Z”, \<j,a)\ > |PP;} 

est de mesure pleine. 


f\ 



Demonstration. Faisons la demonstration pour n — 2, le cas ge¬ 
neral est identique. Commengons par fixer la constante C et considerons 
les ensembles 

0,, c = {a e M 2 : Vj G Z 2 , |(j»| > 

De telle sorte que 

/ = 

C>0 

Le complement air e de chacun des ensembles Q, A c est reunion sur les 
j G Z 2 des ensembles 

Be O') = {a G M 2 : |(j»| < ^.p + „ }. 

Or l’ensemble Bc(j) est une bande dont la largeur est 

2C 
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Son intersection avec le carre Cn = [—N,N] 2 a done une aire majoree 
par 

4CN 


i II 2+^ 


La suite, a deux indices, de terme general ||j||~ 2_l/ , j G Z 2 est sommable 
pourvu que //>(), nous notons K u sa somme. Le complementaire de 
fi c> „ O Cn est la reunion des B c (j) n Cn : 


Cn \ (^c,i/ Cl Cn) = [J B c (j) D Cn 

j£Z n 


oil Vo/ designe la mesure de Lebesgue. Ce dernier possede une aire 
majoree par la somme des aires des Bc(j) D Cn et done par : 


Vo/( |J B c (j) n C N ) < 

jez n 



4Kj.CN. 


Nous obtenons ainsi l’inegalite : 

Vo/(C N \ fi„) = Vo/( p| C n \ n C N )) < lim 4Kj.CN = 0. 
c>o 

Ceci montre que la reunion des &c,v est de mesure pleine et acheve la 
demonstration. □ 


Cette proposition montre que bien qu’il soit difficile de donner explici- 
tement un nombre diophantien non algebrique, ceux-ci sont en fait tres 
nombreux. 


§6 Le theoreme des tores invariants 

Nous pouvons maintenant enoncer le theoreme de Kolmogorov. Pour 
cela, nous allons utiliser la notion de germe. Soit M un espace topologique 
et KcM un sous-ensemble. Deux sous-ensembles V, V' de M ont le 
meme germe en K s’il existe un voisinage U de K tel que 

vnu = v'nu. 

On definit ainsi le germe de V ensemble V en K note (V, K). 

Soit maintenant U, V des voisinages de K dans M et X un ensemble. 
Deux applications 

/ : U —> X, g : V —> X 

definissent le meme germe en K si elles sont egales sur U D V. La 
classe d’equivalence definie par une fonction s’appelle le germe de 
rapplication en K. Dans le cas analytique, le passage au germe consiste 
simplement a « oublier »l’ensemble sur lequel la fonction est definie. 
Ainsi les applications 

C —>■ C ,zi-^z 2 
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1. LE THEOREME DE KOLMOGOROV 


et 

D(0,1) —>■ C, 24 z 2 , D(0,1) := {z E C : \z\ < 1} 
definissent le meme germe en tout point du disque et meme sur tout sous- 
ensemble compact du disque. La notion de germe permet de raccourcir 
les enonces car on s’affranchit de preciser les voisinages sur lesquels sont 
definis les objets. 

L’anneau des germes de fonctions analytiques reelles sur M le long de 
K est note ^m,k- On note C{f} l’espace vectoriel des germes en l’origine 
dans C, c’est-a-dire Lespace vectoriel des series convergentes en une 
variable t. 

Theoreme 1.1. Munissons M = lx T*T n — {t,q,p} de la structure 
de Poisson induite par celle de T*T n et posons K = {0} x T”. Soit I 
I’ideal engendre par les pi et H(t, q,p ) e 1 Rm,k tel que 

n 

H (t,q,p) = ^2 a iPi modi". 

i =1 

Supposons que 

i) le vecteur a = (aq,..., a n ) soit diophantien; 

ii) la matrice hessienne (9 PiP:) H(0) soit non-degeneree 

alors il existe un automorphisme de Poisson p e Aut (IRm.k) tel que 

</?(H) = H mod (I 2 © C{i}). 

En particulier, H possede un ideal invariant isomorphe a I et, par 
consequent tout representant de H admet une famille de tores invariants 
parametree par t, pour t assez petit. 

Notre but va etre de donner une demonstration conceptuelle de ce 
theoreme qui servira de base a une theorie generale des deformations et 
des formes nor males. 

Considerons le cas n — 1. Posons 

H (t,q,p) = ap + a(q,p,t)p 2 + tb(q,p). 

Le cercle d’equation p = t = 0 est invariant et le Hot hamiltonien est de 
periode 2o;7r. Comme l’energie est conservee les cercles 

V, £ :={(q,p)eT*S 1 :R(t,q,p)=e} 

sont des tores invariants de dimension 1. Le theoreme dit que pour tout 
t, on peut trouver £ pour que le Hot de hfi sur V t:£ soit conjugue a celui 
de H 0 sur V 0 . La condition de non degenerescence est necessaire pour 
obtenir la conclusion du theoreme. En effet, la famille 

H(t, q,p) = ap + tp 

donne un exemple pour les H(f, —) ont tous des flots non conjugues, 
car de frequence differente. Cependant, cette famille possede des tores 
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invariants pour tout t bien que le theoreme ne s’applique pas. L’affai- 
blissement de la condition de non-degenerescence possede une longue 
histoire (voir bibliographie). 

A partir de n = 2, le theoreme devient non trivial. II afhrme, par 
exemple, que tout hamiltonien de la forme 

H (t, q, p) = Pi + ap 2 +p\+pl + tR(t, q, p) 
possede des tores invariants pour tout t sufhsamment petit, des que 

a e Q\Q. 




CHAPITRE 2 


Le probleme fondamental de la mecanique 

§1 Formulation abstraite du theoreme de Kolmogorov 

Considerons a nouveau, l’algebre $m,k des fonctions analytiques au 
voisinage du tore dans les variables qi,pi,t. Notons I l’ideal engendre 
par les p t . fixons un vecteur a G M n diophantien et posons, comrne 
precedemment 

n n 

Ho = £ OiiPi + ^2 fojPiPj 

i =1 i =1 

avec f3 = (/3^) G M(n, M). La section nulle est un tore invariant de 
frequence a = (aq,..., a n ) pour H (t = 0, —), ce qui se traduit algebri- 
quement par 

{H, 1} C I. 

Considerons le sous-espace affine H + McE avec 

M = 

Les elements de H G H 0 + M sont les deformations de H 0 . 

Posons maintenant F = M{t} + I 2 . Pour tout element du sous-espace 
affine Ho + tF admet I pour ideal invariant. 

Le groupe des automorphisme de Poisson agit sur l’algebre de Poisson 
IRm.k, on note G le stabilisateur de H + M. Le theoreme de Kolmogorov 
alors s’enonce sous la forme suivante : Si la matrice {fiij) est non- 
degeneree et si le vecteur a est diophantien alors tout element de H + M 
est dans I’orbite d’un element de H + F, autrement dit l’application 

G x F —» H + M, ( 99 , a) (->• (p{F + a) 


est surjective. 

Ce type de problematique peut-etre considerer de nraniere generale 
lorsqu’un groupe agit sur un espace topologique. On dit alors F est 
une transversale pour l’action au point considere. Lorsque Ton peut 
prendre F = {0} on dit que l’espace est localenrent G-homogene. On 
peut schematise!' la situation par la figure suivante : 
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2 Actions de groupes de Lie 


Lorsqu’un groupe de Lie G agit sur une variete V, en tout point 
x G V, il definit une action infinitesimale de Falgebre de Lie 0 sur 
l’espace tangent en x. En effet, en differentiant l’action 

P : G—» M, g^g-x. 

en Pidentite, on trouve line application 

P* : 0 —» T^M, £ i-a Dp(Id)f 

Lorsque M est un ouvert d’un espace vectoriel, on identifie T X M avec 
l’espace vectoriel. L’orbite du point x sous Faction du groupe G est 
alors tangente a celle de Falgebre de Lie. 

Commengons par l’exemple de G = GL(n, C) agissant sur lui-meme 
par conjugaison 

P • A := PAP” 1 . 


Son algebre de Lie est Fespace des matrices muni du crochet 

[A, B] = AB - BA. 

Posons 

P = e tB = Id +tB + o(t), 

on a alors 


PAP ” 1 = (Id + tB)A(Id - tB) + o(t) = A + t[ B, A] + o(t). 
L’action de Falgebre de Lie est alors 

B i-a [B, A], 

Supposons que la matrice A soit diagonale avec des valeurs propres 
distinctes. Toute matrice B dans un voisinage suffisament petit de A a 
ses valeurs propres distinctes, elle est done diagonalisable : 

3P G GL(E); D = PBP" 1 . 

Autrement dit Fespace vectoriel des matrices diagonales F est une 
transversale de Faction au voisinage de la matrice A. 
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Reprenons l’exemple de Faction adjointe. L’action adjointe possede 
une linearisation intermediate. En effet, coniine l’action fixe l’identite 

P • Id = Id, 

la differentielle de l’action 

G —» G, M —> P -M 

en l’identite envoie l’algebre g sur elle-meme. On obtient ainsi un 
representation lineaire du groupe G appelee representation adjointe : 

G — > gl(d)- 

Lorsque G est un groupe de matrices, la conjugaison 

M f-A PMP -1 

est lineaire done egale a sa derivee. 

Prenons a present G = SO(3,K) le groupe des rotation du plan 
G = {AeM(3,R) : 4 AA = Id.} 

En subsituant A = Id + iX + o(t ) avec X 6 j, dans cette egalite on 
trouve : 

Id + t(*X + X) + o(t) = Id. 

Ce qui nous dit que l’algebre de Lie de G est forme des matrices anti- 
symetriques. C’est un espace vectoriel de dimension 3 et l’isomorphisme 

/ 0 x y\ 

<p : M 3 —» g(x, y, z) eA — x 0 0 

\-y -z 0 j 

envoie le produit vectoriel sur le crochet. On verifie facilement que, via 
cet isomorphisme, la conjugaison de 93 (H) par une rotation P correspond 
a prendre l’image de H par P : 

Pvj^p - 1 = ^(pn). 
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La representation adjointe de SO(3) s’identifie done avec sa representa¬ 
tion naturelle dans M 3 . Les orbites, en dehors de celle de l’origine, sont 
des spheres. Toute droit.e issue de l’origine dehnie une transversale a 
chacune de ces orbites au point d’intersection. 


§3 L’algorithme de Kolmogorov 

Nous allons a present resoudre le probleme de Kolmogorov abstrait en 
dimension hnie. Notre travail sera ensuite de developper des techniques 
pour que la demonstration puisse se transposer au cas de la dimension 
inhnie. 

II s’agit de montrer que localement, une transversale a l’action de 
l’algebre de Lie donne une transversale a l’action du groupe. Nous 
commengons par le cas homogene. 

Theoreme 2.1. Soit G un groupe de Lie agissant sur une variete M 
eta 6 M. Si l’action infinitesimale 

0 —> T P M, £ e-)- £ • a 

est surjective alors M est localement G-homogene au voisinage de x. 

C’est une consequence directe du theoreme des fonctions inverses. En 
effet, sous les hypotheses du theoreme la differentielle en l’identite de 

G —* M, g i—>■ g ■ a 

est surjective, done cette application est surjective sur un voisinage de 
l’identite. 

L’algorithme de Kolmogorov est une variante de la methode de Newton 
qui permet de construire pour chaque x dans un voisinage assez petit 
de a une suite g n (dependant de x) qui converge rapidement vers g tel 
que 

g ■ a = x. 

Pour simpliher, nous nous restreignons aux cas de Taction naturelle 
d’un groupe de matrice G C GL(V) sur un espace vectoriel V. 

On note 

3 : v —» 0 

un inverse a droite de 

P : 0 —> V, £ i-a £(v) 

On hxe xq G V. Par hypothese, on peut ecrire xq G V sous la forme 

xo = £o (a). 
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On pose 

xi =e^x o = x 0 - 6(a) + o(||6||) = o(||6||) 
6 =j(x l) 


On definit ainsi, de proche en proche, des suites (x n ), (6) telles que : 

f 6 .1 (a'n) 

\x n+ i = e~^ n (x n ) 

On a ainsi 

n 

x n+ i = e~^ n {x n ) = e~Z fl e~t n - 1 x n -i = ■ ■ ■ = ]^[e“ 6 a:o 

i> 0 


Le premier probleme qui se pose est de donner un critere pour la 
convergence d’un produit infini d’exponentielle : munissons l’espace des 
endomorphisme de M" de la norme d’operateur : 


||6I := sup 

zSK" 


11^)11 


Lemme 1. Soil 6 : M n —» M n des applications lineaires. Le pro¬ 
duit infini Hi>o e ^ es t convergent si et seulement si la suite (||6||) est 
sommable. 


Demonstration. En effet 

log || Yl ^ || < log Yl e ll€il1 = 

i>0 i>0 i>0 


□ 


La generalisation de ce lemme a la dimension infinie jouera un role 
fondamental. Lorsque le lemme s’applique la limite de la suite 

n 

9n ■= II e 6 
i> 0 

converge vers un element g tel que g ■ a = x. 

Tachons maintenant de re-ecrire la suite (6) comme iteration d’une 
fonction. Comme 

Xn 6 (°)- 

l’expression 

x n+1 = e _?n (a + x n ), 

on a : 

x n +i = e~^(a + 6(a))- 
Ce que l’on peut re-ecrire sous la forme 

x n +i = (e _?n (Id +6) - Id)(a). 
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La suite (£ n ) s’obtient en iterant la fonction F = j o f ou / est la 
fonction analytique 

X e-x e _x (l + x) — 1 

avec un point critique a l’origine. Le theoreme du point fixe suivant 
montre que la convergence de notre algorithme est tres rapide : 

Theoreme 2.2. Soit 

F : IP —x xP, x i—x F(.r), F(0) = 0 

une fonction C 2 avec un point critique a I'origine. II existe alors un 
voisinage U C W 1 de I’origine et une constante p < 1 tell que pour tout 
ieU, la suite x n = F n (a;) converge et 

11 11 ^ P 


Demonstration. Posons 

B(e) = {x G M n : ||x|| < e). 

La formule de Taylor implique l’existence d’une boule B(R) et d’une 
constante C G M telles que : 

l|F(x)||<C||a;|| 2 

pour tout x G B(R). Soit r suffisamment petit pour que 

p := Cr < 1 

Une recurrence sur n montre que, pour tout x G B(r), on a : 

Fn II < P ■ 

En effet, la formule de Taylor nous donne 

K +1 || = ||F(x b )II < pCIknll 2 < Cr||x n || < p 2 " +1 . 

Ce qui acheve la demonstration theoreme. □ 

§4 Cas general 

Le cas non-homogene n’est qu’une variante a parametre du cas homo¬ 
gene : 

Theoreme 2.3. Soit n > 0 et G C GL(n, M) un groupe agissant, 
sur une variete M. Soit F C M une sous-variete telle que V action 
infinitesimale induise une application surjective 

T x g —x T a M/T a F, (a, £) i-x (a, £ ■ a) 

alors l’application 

T x G G V, (a, g) i-x g ■ a 

est surjective au-dessus de tout voisinage suffisamment petit de a. 
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C’est a nouveau une application clu theoreme des fonct-ions inverse. 
Comme precedemment nous souhaiterions une construction explicite de 
g et a a 1 ’aide d’un algorithme rapide. 

Pour cela, nous avons besoin d’un theoreme de point fixe a parametre : 
Theoreme 2.4. Soit 

F : R fe xP ^I fc xR n , (a,x)t->(a + f 1 (a,x),f 2 (a,x)), /•(-, 0) = 0 

une application C 2 telle que et / 2 (a,) possedent des points 

critiques en I’origine pour tout a. Pour tout a et pour tout p < 1, il 

existe un voisinage B de l ’origine dans M n tel que pour tout x E B La 

suite ( a n ,x n ) = F n (a,x) est convergente et : 

Fn|| < p • 

Demonstration. On choisit des boules B n (r) c M n , Bfc(R), r < 
R < 1, telles que 

sup (||/( 6 , a)|| + \\g(b, x)||) < C||a ;|| 2 

(R,) 

pour tout x G B n (r) avec p Cr < R. Montrons par recurrence que 
pour n > 1 , on a : 

n—1 

ii ii ^ 2 n ii ii ^ 11 il t-j \ ^ 2 i 

||^n|| — P •) ||^n|| — 11^0 11 R / J P 

i=0 

des que E,;>o P* < 1 

Comme dans le theoreme du point fixe precedent, la formule de Taylor 
nous donne : 

K +1 || < Crp 2n = p 2 " + \ 

De menre : 

||/(a„,x„)|| < C||a ; n || 2 < Cr||x n || < Rp 2 ", 
et, par consequent 

n 

||On+l|| < 11 Q>n 11 + Rp 2 < ||a 0 || + R y ] p 2 • 

i =0 

Ceci acheve la demonstration theoreme. □ 

Comme precedemment, nous ne considerons que le cas oil M = V est 
un espace vectoriel, F un sous-espace vectoriel et G un sous-groupe de 
GL(V), qui agit de fagon naturelle sur V. 

On note 

j : F x V —» F x g 

un inverse a droite de 

p:Fx 0 —> F x V, (a, £) (->• (a, £(a + a)). 
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On fixe xq G V et on cherche g tel qne 

g(a) = a + x 0 . 

On commence par ecrire xq sous la forme 

x o — £o( a o + x o) + a o 5 £ F 
avec j(0,xo) = (ao,£o) et ao = a. 

On pose ensuite 

CL\ = &Q + Q^o 

x\ =e~^°(a 0 + ^o) — ai- 




On definit ainsi de proche en proche des suites en posant 

CL n -\-l CLn “1“ 

X n -\-l & ^ {fln “I” %n) ^n+1? 

(^n+l?£n+l) = j (^n+lj ^n+l) • 


On a alors 

a n+ 1+Xn+1 = e-Z n (a n +x n ) = e~ in e^- 1 (a n _ i+i n _i) 



j>0 

Montrons que cette iteration est rapide. En remplagant l’egalite 

x n £n(dn) d" Ot n . 


dans l’expression 

x n+\ e s (dn “I" x n) dn+lj 
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on trouve : 

Xn +1 ^ (®n“L'Cn(®n)d'Qir)) Qin (®n ~h £n(®n)) ®n)“L(^ ^ ®n) ®n) j 

done 

x n+ i = (e~ ?n (Id + £„) - Id )(a n ) + (e~ & - Id)(a n ). 

L’iteration est de la forme 

(£n+l) ^ra+l) f (fln-> O^n)i ®n+1 “I" Qiflm ^,ni Qn) 

ou f(b, —) et g(b, —) possede un point critique en l’origine pour tout b. 

Un tel procede iteratif converge quadratiquement d’apres le theoreme 
du point fixe a parametre. 

Nous avons demontre la convergence rapide de l’algorithme de Kol¬ 
mogorov en dimension finie. Cet algorithme repose sur trois ingredients 

i) L’existence d’unc exponentielle qui envoie l’algebre de Lie sur le 
groupe; 

ii) Un theoreme de point fixe. 




CHAPITRE 3 


Espaces de Kolmogorov 


1 Systemes directs d’espaces vectoriels 


Soit I un ensemble et k un corps. 

La categorie des espaces vectoriels gradues sur un corps k est naturel- 
lernent definie : ses objet.s sont les k-e spaces vectoriels gradues et ses 
morphismes sont les applications lineaires 

iei jeJ 

Un morphisme est dit gradue si pour tout i. il exist.e un unique j tel 
que 

«(E<) C F j. 

Habit uellement, on considere des espaces vectoriels graduees par N 
ou Z cornrne Lespace des polynomes M[X] ou celui des polynomes de 
Laurent M[X, X -1 ]. Nous allons plutot considerer des graduations par 
des segments semi-ouverts ]0, S]. On peut par exemple prendre 

E= © E s 

se]o,s] 

ou les E s sont les espaces vectoriels de fonctions continues 

E s = C°([-s,s],R). 

Un element / G E est une somme finie formelle 
/ — fti © " • © /t n) U g]o, S]. 


Ces espaces possedent non seulement la propriete d’etre gradue, mais 
aussi d’etre des naturellement des systemes directs. Rappelons cett.e 
notion. Lorsque I est un ensemble ordonne, un espace vectoriel gradne 
sur I 

E = ©E, 

iei 

muni d’applications lineaires 


telles que 


fij : I-'., —> E j, Vi > j 
fijfjk fiki i < j < k 
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est appele un systeme direct d'espaces vectoriels. Lorsqu’on ecrit sim- 
plement 

Ej —> E j 

sans preciser le morphisme, il est sous-entendu qu’il s’agit du morphisme 
fij. Tout systeme direct possede une limite directe obtenu en identifiant 
des vecteurs qui ont la meme image dans un certain Ej assez grand. 

Les systemes directs torment une categoric dont les morphismes gra- 
dues sont les applications lineaires 

u : E —» F 

qui commute aux morphismes du systeme : 

Ej-s- Ej 

Ui Uj 

u \t 

Ffc- 

Les morphismes de la categoric des systeme direct d’espaces vectoriels 
sont les sommes finies de morphismes gradues. 

Chaque systeme direct dehni naturellement des sous-systemes directs 
qui ont la meme limite : pour tout tel, les espaces vectoriels 

E[t] :=©E, 

i<t 

dehnissent egalement un systeme direct. 

On a un foncteur naturel de la categorie des systemes directs dans 
celles des espaces vectoriels 

SD —» EV, (0 Ej, fij) SA liipEj 

Par exemple, la limite directe du systeme 

E:= 0 C 0 ([- S , S ],R) 
se]o,s] 

muni des applications de restriction est l’espace des germes de fonctions 
continues en 0. 

Si Ton considere l’exemple des polynomes de degre % : 

Ej = Rj[X], % G N. 

Les inclusions 

fij : Ri[X] Rj [X] 

font de la somme directe E = 0 Ej un systeme direct. La limite directe 
de E est l’espace des polynomes. Un element de E est une somme 
formelle de polynomes 

Pi 0 • • • 0 P n , Pj G Rj[X]. 
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Passer a la limite directe revient- a remplacer la somme formelle par 
la somme habituelle des polynomes. La difference entre l’element- du 
systeme direct et sa classe d’equivalence dans sa limite directe est done 
assez subtile. 

On definit naturellement la categorie des systemes directs d’espaces 
vectoriels topologiques en se restreignant aux systemes dont les mor- 
phismes sont continus. 

Si les Ej sont des espaces vectoriels t-opologiques, on munit E de la 
topologie produit : une base de de voisinage de l’origine est donnee par 
les produits d’ouverts U, ou Uj est un ouvert de Ej avec Uj = Ej 
sauf pour un nombre fini d’indice. Si Ej est norme, les bornes de cette 
topologie sont de la forme Bj ou Bj est borne dans Ej. Par ailleurs, 
lorsque E et F sont des espaces vectoriels topologiques, l’espace £(E, F) 
est muni d’une topologie que Ton peut- decrire ainsi. On se donne un 
ouvert U de E et un borne B de F. Les ensembles de la forme 

0(U, F) = {v E L(E, F) : u(U) C B} 
definissent une base d’ouverts. 

§2 La categorie des espaces de Kolmogorov 

Considerons a present le cas particulier ou I est un intervalle ]0,S] 
avec S > 0. La categorie des S-espaces de Kolmogorov est une sous 
categorie pleine des systemes directs d’espaces vectoriels topologiques. 

Definition 1. Un S -espace de Kolmogorov E est un systeme di¬ 
rect d’espaces de Banach (E s , | • | s ) parametre par ]0, S] tel que les les 
applications lineaires 

ft.s '■ Ej > E s 

soient continues de norme au plus 1 pour tout s < t. 

Tres souvent-, on ne precisera pas la valeur S. Les morphismes de la 
categorie des espaces de Kolmogorov sont les morphismes continus de 
systemes directs. Les espaces vectoriels 

E:= © C°([-s,s],K), S>0 
«e]o,s] 

muni des applications de restriction donnent des exemples simples 
d’espaces de Kolmogorov. 

Nous designerons par £(E, F) l’espace vectoriel des morphismes de E 
dans F et lorsque E = F, nous utiliserons la notation £(E) au lieu de 
£(E,E). 

On etend la norme de E s a une application 
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de la fagon suivante : pour 

X = Xi © • • • @x n e £P) E t , 

i= 1 


on pose 


x : = 


\ftis(xi) H - 1- ft n si,Xn) | si ti > s, V?; 

+oo sinon. 


Un espace de Kolmogorov possede de nombreuses filtrations. La plus 
importante d’entres-elles est celle qui generalise la filtration par l’ideal 
maximal de l’espace des germes : pour tout espace de Kolmogorov E, 
on definit 

E (fc) = {x e E : 3C, r, |x| s < C s k , Vs < r}. 

On a alors 

E := E (0) z> E (1) D E (2) D • • • . 


§3 Exemples clefs 

Nous allons maintenant donner un premier exemple important d’espace 
de Kolmogorov. On fixe S > 0. Soit D = (D s ) la fanrille des disques 
D s C C de rayon de s < S : 

D s = {z 6 C : |^| < s}. 

Les espaces vectoriels des fonctions continues sur D s et holomorphes 
dans l’interieur du disque 

E,:=C°(D s ,C)nO c (D s ) 

sont des espaces de Banach pour la norme 

\g\ s := sup \g{z)\. 

z&D s 

L’application de restriction 

fts '■ Et —> E s 

est de norme 1. Nous avons ainsi definit un espace de Kolmogorov 
associe a la fanrille D que nous noterons C“(D), sans en indiquer la 
dependance en S. 

Conrme t.oute fonction holomorphe est automatiquement derivable, 
les operateurs differentiels permettent de definir des morphismes C a; (D). 
Le foncteur limite directe envoie l’espace de Kolmogorov C W (D). sur 
Lespace vectoriel C{^} des series convergentes en une variable. 

Par ailleurs, l’anneau C{V} est local, c’est-a-dire qu’il ne possede 
qu’un ideal maximal 


M:= {feC{z}:f{0) = 0}. 
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Le foncteur limite directe envoie E^ sur la puissance fc-ieme de M. En 
effet, si 

f = J2 a jX 3 e 

j>k 

on a 

\f(z)\ s = \dj\s k + o(s k ). 

Considerons maintenant les espaces vectoriels des fonctions L p -integrable 
sur D s et holomorphes dans l’interieur du disque 

E' s :=L 2 (D s ,C)nO c (D s ). 

L’application de restriction 

fts : E; —> El 

est de norme 1. Nous avons ainsi definit un autre espace de Kolmogorov 
associe a la famille D que nous noterons L P, ^(D). Le foncteur limite 
directe envoie egalement l’espace de Kolmogorov L p,a; (D). sur l’espace 
vectoriel C{^} des series convergentes en une variable. 


§4 Morphismes bornes 

Nous allons a present generaliser la notion d’operateur differentiel. 
Commengons tout d’abord par etudier l’application qui a une serie 
associe sa derivee : 


C{z} —> C{z}, f ^ f. 

Notons comme precedemment D t le disque centre en l’origine de rayon 
z de rayon t. Je dis que cet operateur est la limite directe d’une famille 
d’operateur sur C W (D) et sur L p,a; (D). Fixons A e]0,1[, t.out.e element 
/ G C“(D)t est holomorphe dans l’interieur de D t done derivable, on a 
done une famille de morphisme 

C w (D)t C“(D) xt 

pour tout A e]0,1[ et tout t e]0, S]. Soit, a present, E et F des S-espaces 
de Kolmogorov. 

Definition 2. Une famille de morphismes u = (u\) c £(E, F), A e 
]0,1 [ entre deux espaces de Kolmogorov est dite complete si pour tout 
s < t < S et pour tout A e]0,1[, on a un diagramme commutatif 


E*-5- E s 


UX 


U\ 


FA t -^ FAs 
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Comme il ne peut pas y a voir d’ambiguite, nous noterons 

u : E* —■» F s 

la restriction de u\ a E* avec s = At. Nous dirons abusivement que u 
est un morphisme complet d’espaces de Kolmogorov et nous noterons 
u G £(E, F) au lieu de u C £(E, F). Le foncteur limite directe associe a 
toute famille complete un unique morphisme. 

Nous avons ainsi ecrit la derivation 


c{z} —► c{z}, 

comme limite directe d’une famille complete 

C-(D) —> C W (D), / 1 y /'. 

Cette famille complete possede une propriety particuliere : elle satisfait 
l’inegalite de Cauchy. Rappelons ce resultat classique et elementaire 
d’analyse complexe. Considerons une fonction 

/ : D t —» C 


holomorphe dans l’interieur de et continue sur le bord de ce disque. 
En regie generate, la derivee f n’est definie qu’a l’interieur de D*. On 
peut done avoir 

lim \f(z)\ = +oo 

Z—>X 

lorsque x est sur le bord du disque D*. Cependant, on peut controler la 
vitesse de croissance de cette derivee vers l’infini. En effet, pour tout 
z G I). s , la formule de Cauchy donne : 




^ 

2v^l7T J lz i~Z 


ou le cercle de rayon t — s centre en z. Apres une integration par 
parties, on obtient 


/'(*) 


J lz 


m 

(e - ^) 2 


dz. 


Enhn, en parametrant par : 


6 ka z + {t - s)e 2 ^\ 


on trouve : 


m = 


r* 2n 


m 


2vr (t - s ) J o e 2C=l7r0 

Ce qui nous donne I’inegalite de Cauchy : 


dd. 


\f\z)\ < —|/|*. 


t — s 


Done lorsque z s’approche du bord de D f , le membre de gauche peut pas 
tendre vers l’infini plus vite que l/(t — |^|). Pour un operateur d’ordre 
k, on trouverait de la meme fagon une croissance en l/(t — |z|) fc . Cette 
propriete nous permet de generaliser la notion d’operateur differentiel : 
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Definition 3. Une morphisme complet u G £(E,F) est dit k-borne, 
k > 0 s’il existe un reel C > 0 tel que : 

Ce 2 

I u(x)\t < 7 --rlxL, pour tous S <t < S,lEE f . 

[t - s) k 

L’espace vectoriel des morphismes &;-bornes entre E et F sera note 
fB fc (E, F). La plus petite constante C verifiant l’inegalite de la definition 
[3] definit une norme || • || sur l’espace des morphismes fc-bornes. La 
constante e 2 a ete introduite pour simplifier les calculs qui viendront 
par la suite. Pour k — 0, on prendra la norme usuelle c’est a dire sans 
cette constante et avec s = t. 


Exemple 1. Les operateurs differentiels ne sont pas les seuls operateurs 
bornees. Comparons les espaces L 2,W (D) et C W (D), definis precedemment, 
tous deux associes a l’espace des germes de fonctions en une variable. 
Comme toute fonction continue sur le disque est integrable, l’inclusion : 

C W (D) —> L 2,a; (D) 

est un morphisme 0-borne. Ce qui est plus original c’est que ce mor¬ 
phisme est inversible d’inverse borne. E 11 effet, un element / G L 2,w (D) t 
est holomorphe dans tout disque de rayon inferieur a t, on a done des 
inclusions naturelles 


b s : L 2 ^(D) 


C W (D), 


s < t. 


Verifions que ces inclusions definissent un morphisme borne. Soit zeD s 
et un disque centre en 0 de rayon t — s. On a 



I f\t 


pour tout / G L 2,aj (D)t. Mais, par ailleurs, en ecrivant la serie de Taylor 
de / au point z : 

f(z + h) = Y^h' 

i> 0 


on trouve 



ou la constante A est l’aire du disque A z . On a done 



Ce qui nous donne en definitive 


s ) 2 


\f(z)\ 2 (t-s) 2 . 


mu <^111 

Cette inclusion est done un morphisme 1-borne. La comparaison de 
differentes realisations d’une inerne limite directe par des espaces de 
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Kolmogorov equivalents, a operateur borne pres, joue un role important 
en theorie KAM. 


5 L’espace de Kolmogorov S fc (E,F). 


Proposition 1 (J. Fejoz). Si E,F sont des S -espaces de Kolmogorov 
alors I’espace vectoriel norme (3£(E, F), || • ||) est un espace de Banach. 


Demonstration. Considerons un suite de Cauchy (u n ) C 25 fc (E, F). 
Soit s < t < S, les (u n ) induisent, par restriction, des applications li- 
neaires continues 

v n ■ E^ ^ F s . 

Par definition de la norme || ■ ||, la suite (v n ) est de Cauchy dans l’espace 
de Banach £(E i; F s ) done converge vers une application lineaire. On a 
ainsi definit une limite u de (u n ) dans £(E, F). 

Montrons a present que u est dans 23^(E, F). L’inegalite 


U r 


~ U r . 


< II U n ~ Ur 


montre que la suite 11 u n \j est de Cauchy dans M done majoree par un 
constante C > 0. On a alors les inegalites : 


u(x)\ s < | u(x) 


U n {x ) \ s A 


Ce 2 

('t - s) k 


X\t, 


pour tout n, 


pour tout ieE(. Par consequent, u est fc-borne de norme au plus egale 
a C. La proposition est demontree. □ 


COROLLAIRE 1. Lorsque E, F sont des S -espaces de Kolmogorov, la 
somme directe des S -espaces vectoriels 23 fc (E[s], F[s]), s e]0, S] est munie 
d’une structure d’espace de Kolmogorov induite par les application de 
restriction 

® fc (E[t],F[t])^lB fc (E[ S ],F[ S ]), t>s. 


Cet- espace sera appele Vespace des morphismes k-bornes entre E et 
F, on le note S fc (E,F). II generalise la notion d’operateur differentiel 
d’ordre k. 

On a une inclusion d’espaces de Kolmogorov 

3°(E, F) C 3 1 (E, F) C 3 2 (E, F) C • • • 

Lemme 2. Soit E, F des S -espaces de Kolmogorov avec S < 1. L’in- 
clusion 

i : £ fc (E) —3 fc+n (E) 
est un morphisme borne de norme au plus S n : 

|i o u\t < S n |w| t 


pour tout t < S. 
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Demonstration. En effet : 


I i ° u(x)\ s < 




e 2 (t — sy 


Ft = 


(t - s) n Mt 
e 2 (t - s) k+n 


Fit < 


S n \u\ t 


e 2 {t - s) k+n 


Ft- 


□ 


§6 Applications bornes 

Dans un espace de Banach E, on peut definir les applications bornes 
dans un cadre lineaire, mais aussi pour les applications non lineaires : 
une application est bornee si l’inrage d’une boule est contenue dans 
une boule de rayon suffisamment grand. Cette notion se generalise aux 
espaces Kolmogorov : 

Definition 4. Une application entre espaces de Kolmogorov 

f '■ E — > F 

est dite k-bornee par C > 0 si pour tout R > 1, et tout i£E, on a : 
\x\ t <R(t-s) k =► \f(x)\ s <RC. 

Tout application lineaire h-borne est borne et plus generalement tout 
polynome qui s’obtient a partir d’application bornes est lui-meme borne. 

Lemme 3. Soit E, F des S -espaces de Kolmogorov avec S < 1. une 
application 

/: E—>F 

k-bornee par C est (k + n)-bornee CS n . 

Demonstration. Soit x e E tel que : 

Fit < R (t - s) k+n . 

On a alors : 

Fit < RS n (t - s) k . 

Connne / est A:-borne, on en deduit que : 

\f(x)\ s < RS n C. 

□ 


§7 Reechelonnement d’un espace de Kolmogorov 

Outre le fait que les espaces de Kolmogorov permettent d’interpreter 
de differentes famous des calculs sur les germes, ils mettent en relation la 
fagon dont chaque quantite varie en fonction du parametre qui definit 
le systeme direct. 

Soit E un espace de Kolmogorov. Le reechelonnement de E par un 
facteur A > 0 est l’espace de Kolmogorov E' definit par 

E'» := E[A] X » 
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3. ESPACES DE KOLMOGOROV 


L’espace E' est canoniquement isomorphe a E et nous noterons par des 
apostrophes, l’image par cet isomorphisme canonique ainsi que ceux 
induits sur les espaces d’applications lineaires qui lui sont associes. 

Proposition 1. Soit E,F des espaces de Kolmogorov. Les espace 
de Kolmogorov E 7 , F 7 obtenus apres reechelonnement par un facteur X 
possedent les proprietes suivantes 

i) L'application canonique CB fc (E[A])' — > 23 fc (E 7 ) est 0-borne de norme 
au plus X~ k ; 

ii) Si A < 1 toute application f : E —> F bornee par C induit une 
application f : E 7 . —> F 7 . bornee par X~ k C; 


DEMONSTRATION. Commengons par demontrer i). Si u est un mor- 
phisme fc-bornee alors 


\u 


7 (V)| S = |tt(x)| As < 


\U\xt 


e 2 (A t — A s) k 


F At = 


\u At 


e 2 A k {t — s) k 


\x 


Par consequent : 

\u\xt = \ k \u’\ t . 

La demonstration de ii) est identique. Pour tout R > 1 et tout x G E, 
on a : 


\x'\ t <R{t-s) k =► \x\xt < X~ k R{Xt - Xs) k ==► \f{x)\ Xs < X~ k RC, 
Ce qui demontre la proposition □ 


Nous dirons qu’une application fc-bornee est un projecteur si c’est un 
idempotent de norme au plus 1. Comme dans l’etude des espaces de 
Hilbert, les projections jouent un role significatif dans la theorie des 
espaces de Kolmogorov. 

Corollaire 2. Toute projection k-bornee de E induit une projection 
2k-bornee de E 7 . 


Demonstration. D’apres le lemme[2j l’inclusion 
® fc (E[A]) —> B 2fc (E[A]) 

est 0-bornee et sa norme est au plus X k . Or d’apres la Proposition [l] la 
norme de l’application canonique 

R 2fc (E[A])' —> R 2fc (E 7 ) 

est au plus X~ k . Done l’application canonique 

B fc ( E W)' —» ® 2fc (E 7 ) 

est 0-bornee de norme au plus un. En particulier, elle envoie un projec¬ 
teur sur un projecteur. □ 




CHAPITRE 4 


Theoremes de point fixe 


Nous pouvons maintenant generalise! les deux theoremes de points 
fixes, qui sont a la base de l’algorithme de Kolmogorov abstrait, a la 
dimension infinie. 


1 Calcul fonctionnel dans un espace de Kolmogorov 


L’espace des operateurs bornes d’un espace de Banach £(E) forme 
une algebre de Banach pour la norme d’operateur : 

||«u|| < ||u|| |M|. 

II en resulte que pour toute serie analytique / G C{^}, 

u ^ f(u ) 

est bien definie dans un voisinage de l’origine. Nous souhaitons etendre 
ce resultat aux espaces de Kolmogorov. 

Si u, v sont des morphismes, respectivement k et k' borne, alors leur 
composition uv est (k + /c')-borne et on a l’inegalite 

\uv\ t < 2 k+k> \u\ t \v\ t . 

En effet, connne u est A;-borne, on a, pour tout igE: 


2 k \ 

\u\ 

s+(t— s)/2 | 

p>k (+ — 


I s-\-(t—s )/2 


et, connne v est fc'-borne, on a de plus : 

2 k '\v\t 

\ V ( X )\s+{t-s)/2 < \ X \t- 

Par ailleurs |u| s+ ( t _ s )/ 2 < \u\ t , par consequent : 

|(mi)(x)| a < 2 k+k '\u\t\v\ t \x\ t . 


Ce qui demontre l’affirmation. 

On considere la transformation de Borel : 

B : C{4 —> C{z}, ^a n z n ^ ^ — y z n . 

n n 

Nous notons M + {z} C C{^}, le sous-espace des series a coefficients reels 
positifs ou nuls. 
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4. THEOREMES DE POINT FIXE 


Proposition 1. Soit E un espace de Kolmogorov etu un morphisme 
k-borne de E tel que 

Mi 


v := 


< R(/), 


alors 


pour tout x G E*. 


t — s 

\Bf(u)x\ s < f{v)\x\ t 


Demonstration. En effet, en decoupant l’intervalle [s,t] en n 
parties egales et en utilisant le fait que Ms' < M t pour tout s' < t, on 
obtient : 


\u n (x)\ s < 

Or 

done : 

et : : 


n , , , u ,, - n" 


e 2 [t - s) 


s+(t—s)/n M (x) |s+(t— s)/n — ' " ‘ — 


e 2n (t — s) 1 


Ml t\ x 


n n \u\™ 


n ^ i 

— < n\, 

e n ~ 


< n\ 


e 2n (t — s) n \e(t — s) 


Mt 


|u n M)|s < n\ 

Ce qui nous donne bien : 


Mt 


e(t — s ) 




n> 0 


n>0 


CLr 

n\ 


n> 0 


mt- 


Mt 

t — s 


\x\t = fW)\x\t- 


□ 


Appliquons la proposition precedente a la serie : 

e ' = B (rb) eC «- 

Nous obtenons que 

\e x\ s < - - \x\t, 

1 — v 

pourvu que 

Mlt /1 

V = - < 1. 

t — s 

Nous avons ainsi generalise la correspondance entre algebre de Lie et 
groupe de Lie aux espace de Kolmogorov : 

Corollaire 3. Soit u G !B(E)W un morphisme 1-borne tel que 

Vf < S, Mt < L 

Pour toute fonction croissante 

<Ho,s] —>]o,s] 
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telle que 


Vi < S, 0(i) < t — \u\ t 


la serie e u definit un morphisme qui envoie sur E s avec s 


0(i). 


Le corrolaire suivant sera pratique pour montrer que l’algorithme de 
Kolmogorov est a convergence rapide : 

Corollaire 4. Si une serie f £ M + {z} appartient a la puissance 
k l ' eme maximal : 

f = z k g(z), g £ 

alors pour tout r inferieur au rayon de convergence de f, on a : 

\Bf(u)x\ s < g(r)v k \x\ t . 


2 Premier theoreme de point fixe 


Comme nous l'avons vu en dimension finie, la convergence du pro cede 
iteratif de Kolmogorov decoule d’un theoreme de point fixe. Dans le 
cas ou la transversale est reduite a {0}, l’enonce est particulierement 
simplifie : 


Theoreme 4.1. Soit E un S -espace de Kolmogorov, f £ M 2 C C{^} 
une serie converqente et 

j '■ E —► E 

un morphisme borne. Pour tout t e]0, S], il existe un voisinage de 
Vorigine B t C E 4 tel que pour tout u 0 £ Eh et tout q £]1, 2[, p g]0, 1[, la 
suite 

u n+ 1 = j o B f(u n ) 


verifie 


\Zlr 


= o(p qn ) 


pour s suffisamment petit. 


DEMONSTRATION. Si le theoreme est demontre pour s assez grand 
en reechelonnant notre espace, cela entraine le theoreme pour tout s. 

Soit k tel que j soit fc-borne. Comme / possede un point critique a 
l’origine, d’apres le corollaire [lj il existe C, r tel que 

(*) |jB/(«)|,<C(i-»)-*H? 

pourvu que \u\ t /(t — s) < r. Soit p < r et l > 0 tels que : 

2fc(rH-l)/Z^(2- l j)g n < ^ 


Definissons la suite (s n ) par 

1 


^n+1 $71 


j s o — t- 
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Nous allons demontrer le theoreme pour 

E 1 


s > 


n> 0 


2 n/r 


Cette inegalite nous permet de garantir que lims n > 0. 

Quitte a multiplier les normes par une meme constante,on peut sup- 
poser que 

C = 1. 

Nous definissons le voisinage de l’origine par la condition 

« < P- 

Montrons par recurrence qne 

Kli < p qn - 


On a : 

done d’apres (*) : 


Un+ 1 = j ° B f(u n ) 


et, par hypothese de recurrence, on a 


u, 


n „n+1 


12 ^ 2 k ( n + 1 )/ 1 p 2 1 n — 2 K n + 1 )/ 1 p( 2 -Q)Q n pi'' 


Or 


2 k (n+l)/lp(2-q)q n < 

ce qui demontre le theoreme. 


□ 


§3 Deuxieme theoreme de point fixe 

Theoreme 4.2. Soit E,F des S -espaces de Kolmogorov et /i ,/2 € 
C {z, w} deux series analytiques telles que 

fi(z, 0) = d w fi(z,0) = 0 

et 

j : F x E —» F x E 

une application bornee. Posons 

G : F x E —* F x E, (a, x) i -P- j(a + fi(a, x ), f- 2 (a, x)) 

Pour t.ous a G F, p < 1, £ > 0, t e]0, S] il existe un voisinage B 4 de 
I’origine dans E t tel que pour tout x G B La suite (a n ,x n ) = G n (a,x) 
est convergente et : 

|*„|. = o( P 2 "- £ ) 

pour tout s suffisamment petit. 
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DEMONSTRATION. Comme precedemment, il suffit de demontrer le 
theoreme pour s assez grand. 

Soit k tel que j soit fc-borne. 

D’apres le corollaire [1} il existe C, R, r tel que 

(*) liB/ I (6,«)|» + |jB/ 2 (6,«)|. < C(t - s)-*|«|? 

pourvu que \u\ t /(t — s) < p et \b\ t < R. De plus quitte a multiplier 
les norrnes par une constante et a remplacer p par un reel qui lui est 
inferieur, on peut choisir l pour que 


p < R; 



*=o 


C = l; 

2 k{n+l)/lp(2-q)q n < ^ 


Definissons la suite (s n ) par 


S n+1 s n 2 n/l ’ ^' 

Nous allons demontrer le theoreme pour 


4 >E 


n> 0 


2 n/r 


Nous definissons le voisinage de l’origine par la condition 

R 

I Tq | so — Pi I® I so — ~2 ' 


Montrons par recurrence que 


R 


l l n n l l -LX ^ 

+n|s„ E P i |On|s„ E "X" + R / , 




i =0 


Comme dans le cas homogene : 


et par suite 


\j°Bfi(x n )\ sn+1 < p q 


R 


n+1 


n+1 


kn+l| S „ < p qU+ \ K+lL +1 < - + Rj]p 21 < R 


i =0 


Le theoreme est demontre. 


□ 




CHAPITRE 5 


Le theoreme de Kolmogorov abstrait 

§1 Theoreme des exponentielles 

L’algorithme de Kolmogorov fait intervenir un produit infini d’expo- 
nentielle, le theoreme des exponentielles nous permet de garantir que 
ce produit infini converge. 

Theoreme 5.1. Soit E un espace un espace de Kolmogorov et (■ u n ) C 
1B^(E) une suite de r-morphismes 1-bornes. Supposons que pour tout s, 
on ait __ 

E M* < S 

i>0 

alors la suite (g n ) definie par 

g n := e Un e Un - x • • • e u ° 
converge vers un element inversible de £(E). 

DEMONSTRATION. La transformee de Borel definie pour les series 
en une variable se generalise aisement au cas de n variables : 

B : C{zi, • ■ ■, z n j —> C{zi,..., z n }, E a D* ^ E WjT^ 1 

i i I I' 

oil I = (ii,... , i n ) est un multi-indice et |I| = i\ + + • • • + i n . 

Proposition 1. Soit E un espace de Kolmogorov et fi,..., f n G 
M + {A} des series convergentes d’une variable. Notons g t = B/j la 
transformee de Borel de fi. Pour tout A € mirq(]0,1 — V application 

(® 1 (E)) n+1 —¥ £(E), (u 0 ,... ,u n ) H- ^ 0 («o)»i(«i) • • • 9n(u n ) 
qui envoie E s sur Ea s est bien definie et 

I \\_gi{ui)x\ s < B^ 1 ( Y[gi ( v~~~_ 

i =0 \*=0 ' S 

Demonstration. Notons T jn c Fensemble des elements I = 
(ii, ..., if) dont les coordonnees sont dans ( 0 ,..., n\ qui appartiennent 
au simplexe x l+ \ < Xi pour i = 1,... ,j. 

Pour tout I = (ii,..., if) G T f n on note cr(I) le vect.eur dont les 
composantes sont obtenues a partir de I par permutation pour que 
^(I)p > ^(I)p+i- 
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Posons 
!) 9n(z) = 

2) «[I] . u a (i'j 1 u tT (i) 2 • • ■'U ( t( i)^) I £ Cj )Tl , 

3) a [I] := a^a? ... a" 

Regroupons les termes du produit de la fagon suivante : 

9o(uo)9l(ui) ■ • • 9n(Un ) = E E -im 

j>0 lGT i>n 

n n n n 

= ao + a\a{uiUj + .... 

i =0 i=0 j =0 i=j+l 


Posons 

2 l,s • |^ii | s 1^*2 I s ‘ ‘ ' | ^i n | s* 

En raisonnant comme dans la demonstration de la proposition prece- 
dente, on obtient l’inegalite : 


r- 


[I] Is — l^bpls Zi t g 


p =0 


et par suite 


avec 


MI](^)L < a 3 zi, s \x\s, VA e]0,1[. 

1 


a = 


(1 — A)s’ 


On obtient ainsi l’estimation 


l^n^As 5; Y.-) w H o[I]^i,s Ms = B 1 (f(azi ! s)f(az 2 , s ) ■ 

\j>o ieTj, n J 

Ceci demontre la proposition. 

Exemple 2. Prenons go = ■ ■ ■ = g n = e z , on a alors 


.. f(azn i3 ))\x 
□ 


et 


ip 

i =0 


b- 1 


-vA — p Z lH-bZn 

l\Z%) e 


0=0 


1 — {z\ + • • • + z n ) 
done la proposition nous donne l’estimation 

1 


J^J e Ui x\ s < 


i =0 


1 — (zi -f • • • + Z n ) 


mt 
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avec 


Hi t 



Achevons la demonstration du theoreme. Pour cela, fixons s. Par 
hypothese, on a 



i>0 

On peut done choisir A G]0, 1[ tel que 



Notons || • ||a la norme d’operateur dans £(E s ,Ea s ). La proposition 
precedent donne l’estimation 



La suite (g n ) definit done, par restriction, une suite uniformement bornee 
d’operateurs dans £(E s ,Ea s ). 

Soit a present /i g]0,1[ tel que 


sup \ui\xs < (1 - aOAs. 

i>0 


Nous allons montrer que la suite (g n ) definit, par restriction, une suite 
de Cauchy dans £(E S , E^as)- La proposition en decoulera, car ce dernier 
est un espace de Banach pour la norme d’operateur. 

Je dis que la serie de terme general \\g n — g n _ i||a m est convergente. 
Pour le voir, ecrivons 


9n ~ 9n- i = (e Un - Id )g n -i 


ou Id G £(E) designe V application identite. 

La fonction e z — z est la transformee de Borel de z/{l — z) done, 
d’apres la Proposition [T|: 


\(e Un — Id )y\\ fis < ^ \y\xa, 

I u n 


(1 — jj)\s 


pour tout y G Ea s . 

En prenant y = g n -\X, ceci nous donne l’estimation 





On a done 


||(e“™ - Id )g n -i\\x f i = O (u n ) = 0(|M n | As ). 
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La suite reelle \\g n — g n -i\\xn est par consequent sommable. Ceci montre 
que la suite (g n ) converge vers un element g G £(E S , Ea ms ) pour tout s. 

On demontre de meme que la suite (h n ) definie par 

h n = e~ Uo e~ Ul ■ ■ ■ e~ Un 

converge vers un element h G £(E). Pour tout n G N, on a : 

fin hn = h n g n = Id 

done gh = hg = Id. Ce qui montre que h est l’inverse de g. Le theoreme 
est demontre. □ 


2 Theoreme de Kolmogorov abstrait 


Nous obtenons notre premier resultat important : 

Theoreme 5.2. Soit E un espace de Kolmogorov, a G E, M un sous- 
espace de Kolmogorov de E, g un sous-espace vectoriel de ‘B 1 (E) (2 ' ) tel 
que Vapplication 

p : g —» M, u{a) 

soit bien definie. Soit G un sous-groupe ferme de £(E) contenant exp(g). 
Si p possede un inverse a droite borne alors I’orbite de a sous Vaction 
de G est egale a a + M. 


Demonstration. Notons 


3 ■ E^0 

l’inverse de l’application p. L’algorithme de Kolmogorov est donne par : 

1) b n+ 1 := e~ Un (a + b n ) - a ; 

2) . j(b n+ i). 

avec b 0 = b, u 0 = j(b). Comme les u n G ils sont exponen- 

tiables. 

Dans cette iteration, la suite (u n ) est definie par la formule 
u n +1 = j(e~ Un (ld +u n )(a)). 


La fonction 


sGe I (Id + x) 

est la transformee de Borel d’une fonction avec un point critique a 
Lorigine et j est fc-borne pour un certain k. Comme l’inclusion 




a une norme qui tend vers 0 en t 2 . L’espace de Kolmogorov reechelonne 
par t : 


El = E 


St 


induit un morphisme 
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de norme majore par t v . Done la norme \ip(u n )\t tend vers 0 avec t. 
Par consequent, en appliquant le theoreme du point fixe (Theoreme 4.1) 
avec t suffisamment petit, on trouve p < 1 tel que : 

Hu n )\ s = o(p 2n ) 

et par suite : 

K| s = o(p 2 "s) 

pour s assez petit. D’apres le Theoreme de Convergence (Theoreme 5.1), 
la suite formee par les produits 

e Un ... e Ul e“° 


converge. Ceci acheve la demonstration du theoreme. 


□ 


La generalisation au cas non-homogene est immediate : 

Theoreme 5.3. Soit E un espace de Kolmogorov, G un sous-groupe 
ferme de £(E) et g un sous-espace vectoriel de S 1 (E)^ 2 ^ tel que e s C G. 
Soit a G E, F C M des sous-espaces de Kolmogorov tels que l’application 

p \ Fxg —> F x M/F, (a, u ) t-A (a, u{a + a)) 

soit bien definie et possede un inverse a droite borne 

j ■ Ex M/F —Txj, (a, b) i-a (a,j(a,b)). 

L’orbite de a + F sous l’action de G est alors eg ale a a + M. 





CHAPITRE 6 


Espaces de Kolmogorov en geometrie analytique 

§1 Germes le long d’un compact 

Nous avons vu que 1’espace vectoriel des series convergentes C{z} se 
realise comrne la lirnite directe de differents espaces de Kolmogorov 
C 0, U L PA b Nous allons generaliser cette construction afin de pouvoir 
l’appliquer au cas des tores invariants. 

Soit X une variete complexe non necessairement lisse et KcX un 
sous-ensemble compact. Considerons l’espace vectoriel 

0 x ,k = lirpQx(U) 

ou U parcourt l’ensemble des ouverts cont.enant K ordonne par l’in- 
clusion. On muni cet espace de la topologie la plus fine qui rende les 
applications 

0x(U) —► 0 x ,k 

continue. 

Un element de Ox,k est une section du faisceau lb au voisinage de 
K, pour laquelle on oublie de preciser la taille du voisinage de K sur 
laquelle elle est definie. Prendre la lirnite directe revient done a identifier 
deux sections qui sont egales sur un ouvert contenant K : 

/ ~ g « 3U D K, /,u = g ]v . 

Dans le cas ou K est reduit a un point, on retrouve la notion de germe 
en un point. Nous parlerons done, comme nous l’avons fait pour l’enonce 
du theoreme des tores invariants, de germes de fonctions holomorphes 
en un compact. 

Choisissons par exemple 

K = {z E C* : |*| = 1} 

le cercle unite. Un element de 0 x,k est une serie 

nGZ 

analytique dans une certaine couronne 

Gt := {z G C : 1 — t < \z\ < 1 + 1}. 
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L’analyticite de la serie s’exprime par la decroissance exponentielle des 
coefficients et, en posant z = re 2n7r '^~ l , on voit qu’une telle serie est le 
prolongement analytique de la serie de Fourier 

/|k(0) = 

nEZ 


§2 Les foncteurs et L 2,UJ 

Soit K = (K s ), s e]0,S[ une famille croissante de compacts d’un 
espace analytique X. Les espaces de Banach : 

C"(K) s :=C°(K s ,C)nO x (K s ) 

definissent un espace de Kolmogorov pour les normes 

\f\s ■= sup \f(z)\ 

ze K s 

On a ainsi definit un foncteur de la categorie des families croissantes de 
compacts dans celle des espaces de Kolmogorov 

: Comp —> EK, K i-> C"(K). 

Prenons a present X = C n . Nous dirons que K verifie la propriety de 
Cauchy si le polydisque de centre x et de rayon (t — s) est contenu dans 
K(. On peut alors generaliser les inegalites de Cauchy dans ce contexte : 

Proposition 1. Si K = (K s ), s e]0, S[ une famille croissante de 
compacts de C n verifiant la propriety de Cauchy alors tout operateur 
differentiel d’ordre k definit une application k-bornee de C“(K). 

La demonstration est analogue a celle du cas n — 1, K = {0}. 

Supposons X rnunit d’une forme volume dV et K = (K s ), s g] 0, S[ une 
famille strictement croissante de compacts de Stein de X. Les espaces 
de Banach 

L^(K) S := L P (K S , C) fl Ox(K s ) 
dehnissent des espaces de Kolmogorov pour la norme 

1/1.:=/ I/WIW- 

J K s 

On a ainsi definit des nouveaux foncteurs de la categorie des families 
croissante de compacts dans cede des espaces de Kolmogorov 


L p ’ u : Comp —» EK, K i-» L P ^(K). 
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3 Homotopie de foncteurs a valeur dans EK 


Comme t-oute fonction continue est integrable on a un diagramme 
commutatif 



Inversement si / G L 2,u alors / est holomorphe a l’interieur de K t done 
continue sur K s C K f pour tout s < t. On a ainsi une famille complete 
de morphismes 

J : lH(K) t —► C a '(K) s . 

Lorsque la limite directe de C W (K) et L 2 a /K) est l’espace des germes le 
long des fl s K s , l’application J devient l’identite sur la limite directe 


Proposition 1. Si K est une famille de compacts de C n muni de la 
forme volume 

n 

dV = 2(2in)~ n dz t A dzi 

i= 1 

qui verifient la propriety de Cauchy alors J est un morphisme 1-borne 
de norme au plus 1. 


DEMONSTRATION. Prenons s < t et / G L 2, ‘ J (K) t . Laserie de Taylor 
de / au point id6K s donne : 

f(z) = ^2 aj(z - w)\ a.j G C. 

3> o 

Comme K verifie la propriety de Cauchy, le polydisque centre en w 
de rayon a = t — s est contenu dans K t . Par ailleurs 



|o 0 |V + ... 


et comme P,,, C K t , on en deduit que : 


/ |/(z)| 2 dV< [ \f(z)\ 2 dV — \f \ 2 
J r„ J K t 

Ceci montre que 

I/HI = |a 0 | < ^ Q \f(z)\ 2 dV^j < t _ 1 |/| s+(T 

pour tout w G K s et demontre la proposition. □ 


Nous avons done deux foncteurs C^ et L 2,UJ avec des applications bor- 
nees entre eux. Nous dirons alors que ces deux foncteurs sont homotopes. 
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Notons que le cas analytique reel ne pose pas de difficulty : si la variete 
X munie d’une involution anti-holomorphe 

t : X —> X 

et K une famille de compacts contenu dans Xr. Une fonction / : X —>■ C 
est dite reelle si 

f(rz) = f(z). 

Les sous-espaces de fonctions reelles de C W (K) et L 2 ,W (K) definissent 
des sous-espaces de Kolmogorov. 


34 Series de Fourier 


Revenons aux fonctions analytique definit sur un voisinage du cercle 
unite dans X = C*. Notons K la famille croissant.e de voisinages du 
cercle unite 

K s = {z G C* : 1 — s < \z\ < 1 + s} 
et munissons X de la forme volume 

dV =- dz A dz. 

Am 

En posant z = re* 0 , la condition zGK s devient 

1 — s < r < 1 + s. 

Le produit hermitien 


er=l+s (* 0 = 27t 


(. z n \z m ) = — / z n z m dzAdz = — 


Am 


r n+m+l e i(n-m)e d9dr 


>K S 


2tT J r= i—s J 6=0 

est nul pour n ^ m. Par consequent, ces fonctions sont orthogonales et 

r>r=l-\-s 


(.z n \z n ) = 


r 2n+1 dr 


' r=l—s 

l 


((1 + s) 2n+2 - (1 - s) 2r!+2 ) . 


\2n+2 


2 n + 2 

pour n 7 ^ —1. Par ailleurs 

(1 , «A2n+2 _ n _ x2n+2 _ J ( X + S “ POUT 71 

\ > \ ) | —(1 — s ) 2n+2 pour n 

Les fonctions de L 2 ,W (K) S s’ecrivent done comnie des series de Fourier 


+ CX) 

—oo 


= 2 _^ a n z 

nEZ 


telles que 


et 


X 

n> 0 

X 


2 n + 2 


(1 + a) 


2n+2 


< +oo 


n< 1 


|2 n + 2 


■(!-*) 


2n+2 


< +oo. 



4. SERIES DE FOURIER 


57 


On retrouve bien la correspondance usuelle entre analyticite et decrois- 
sance exponentielle des coefficients de Fourier. En effet, pour n —» +oo, 
on a : 

s ) n+1 = e (n+i) iog(i+s) e ns . 

Le terme general de la serie 

+*> 2 " +2 <+°c 

n> 0 

tend vers zero done 

a n = o{ne~ ns ). 

De meme, lorsque n —» —oo, les coefficients de la serie sont a decrois- 
sance exponentielle. 




CHAPITRE 7 


Le theoreme KAM singulier 

Nous allons commencer par une version singuliere du theoreme KAM. 
La demonstration est essentiellement la nierne que celle du theoreme 
des tores invariants, mais l’absence de parametre perturbatif permet de 
simpliher les notations. 

§1 Enonce du theoreme 

Considerons l’algebre locale 

C{q,p} := C{q 1 ,...,q n ,p 1 ,...,p n } 

des series convergentes dans les variables q t , p t munie de sa structure 
symplectique usuelle. Nous not-ons M l’ideal maximal des series qui 
s’annulent a l’origine. 

Theoreme 7.1. Soit 

n 

h = y ^iPiQi 

i= 1 

et I C C {q,p} Videal engendre par les p^i. Si le vecteuru = (u;i,..., uj n ) 
est diophantien alors pour tout R G M 3 , il existe un automorphisme 
symplectique p G Aut (C {q,p}) tel que 

<p(H + R) = H mod (I 2 © C) . 

En particulier, H + R possede un ideal invariant isomorphe a I. 

En particulier, tout representant de H + R admet une variete la- 
grangienne complexe invariante isomorphe a une configuration de 2 ” 
plan. 


Conditions diophantiennes et operateurs bornes 


Nous utilisons des notations multi-indicielles 


v Il ©2 


2 = Z 1 Z 2 ■■■Z'd 


Id 


et |I| = Ii + • • • + Id- Introduisons le produit de Hadamard de deux 
series : 

y] ai ^ 1 -k y biz 1 := y 


ieN d 


ieN d 


IgN d 
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7. LE THEOREME KAM SINGULIER 


Ce produit intervient naturellement dans notre probleme. En effet, si 

n 

H = ^2 V&iQi 

i= 1 

alors pour tout F G M, on a 

{H, F} = g -kF 

avec 

n 

9 ■= 

l6N«,JeN™ 

Or t{H, F} est Taction infinitesimale du flot de F au temps t sur H : 
e t{H ’F} = H + t{ H ,F} + o(t). 

Afin de pouvoir inverser Taction infinitesimale et appliquer le theoreme 
de Kolmogorov abstrait, nous devons inverser le produit de Hadamard 
par g. 

Proposition 1. L’application 

/* : C[N] —» C[N], f*g 

envoie C{^} dans lui-meme si et seulement si f est une serie analytique. 

Demonstration. Necessity. 

On doit avoir 

= C{^}. 

ieN n 

Suffisance. 

Le critere d’Hadamard dit que le rayon de convergence R cl’une serie 
d’une variable complexe a n x n est donne par 

R = limsup |a n | -1 ^ n L 

L’inegalite 

limsup |ai| _1 ^ I l|6i| _1 ^ I l < limsup |ai| -1 /^ limsup < +oo 

montre que si / et g sont analytiques dans un polydisque de polyrayon 
r alors f * g est analytique dans celui de polyrayon r 2 . □ 

Considerons la famille de polydisques compacts K = (K s ) avec 

K s = {z G C n : \zi\ < s, i — 1, ..., 2 n}. 

La proposition suivante etablit un lien entre condition diophantienne et 
operateurs bornes : 

Proposition 2. Pour tout fonction holomorphe 
f aizl i z = (*i> 

ieN" 

les conditions suivantes sont equivalentes 



2. CONDITIONS DIOPHANTIENNES ET OPERATEURS BORNES 


61 


i) il existe k tel que iq = O(11| fc ) ; 

ii) I’application f-k : L 2,a; (K) —> L 2 a, (K), g i-A / a g est k-bornee. 


DEMONSTRATION. Commengons par i) ==>- ii). 
Soit 

9 = bizl - 

ieN" 

Considerons l’operateur differentiel 

n 

D : L 2,tJ (K) —A L 2 ’ W (K), P ^ 

2=1 


On a 

n 

£ IPIMV" = |D‘g|„ |I| = £l 3 , 

IeN™ j =l 


D’apres les inegalites de Cauchy, tout operateur differentiel d’ordre k est 
fc-borne dans C W (K). Comme les foncteurs L 2,UJ et C^ sont homotopes, 
D fc est un operateur k + 1 borne L 2,W (K). 

Nous savons que 


s |1|+1 

V2k + 2' 


done il existe une constante C telle que 


\f*g\ s = \ aibl 

IeN" 

Ce qui montre i) = 


Ol+i 




n . 


< C XI |lp|6i 


01 + 1 


IeN" 


a /1 + 2 


= C|D^|, 


_| i) == ^ “’ll)- 

Supposons que pour tout k, il existe C& tel que 

lail > C fe |I| fc . 


On a 


I/*912 = V laAlV 1 ' > C l V lin9.IV' 1 ' = C 2 k \D h g\,. 

IeN" IeN" 

Or D fc ne peut-etre (k — 2) borne dans L 2,UJ (K) sinon il serait (k — 1) 
borne dans C W (K) done /+ ne peut etre (k — l)-borne. Comme ceci est 
vrai pour tout k , cela acheve la demonstration de la proposition. □ 
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7. LE THEOREME KAM SINGULIER 


3 Demonstration du theoreme 


L’application du theoreme de Kolmogorov abstrait se resume mainte- 
nant a un probleme d’algebre lineaire. 

Appliquons le theoreme avec 

E C CT(K), M = C W (K) (3) , F = I 2 © C, 
g l’espace des derivations hamiltoniennes d’ordre 2 : 

0 : = {{-,%>.P)} : h G M 3 } . 
et G les automorphismes symplectiques de E. 

Nous prenons a = H. L’action infinitesimale p(a) est alors donnee par 
g—■» M/F, {-,h} eA {R + a,h(t,q,p)} 

avec a G I 2 . Notons V C C^(K) le sous-espace vectoriel dont les series 
de Taylor sont la forme 

Y a M J + Y 

j j 

On a les identifications : 

n 

M/F « M/(I © C) © I/I 2 « V © 0 Vp iqi . 

1=1 


Decomposons l’operateur {H + a, —} dans chacun des facteurs V et 
Vp^. Pour « G I 2 , on a 

{H + a, h(q, t)} = f * h(q, t ) + { a , h} 


et 

{H + a,piqih(q, t)} = p^f * h. 
L’operatenr {H, —} se decompose en bloc sous la forme 

/a 0 

.{«,-} /* 

Posons 

E 1 

ieN"\{o} 

L’inverse de {H, —} est donne par 




f g* o\ 

\-g*{a,-}g* g*J 

Chacune des composantes de cette matrice est un operateur borne, nous 
avons ainsi trouve un inverse borne. D’apres le theoreme de Kolmogorov, 
pour tout R G Oc 2 yc>! il existe un automorphisme symplectique tel que 

<^(H + R) = H mod (C © I 2 ) . 

Ceci acheve la demonstration du theoreme. 



CHAPITRE 8 


Le theoreme des tores invariants 


1 Tore reel et tore complexe 


Le theoreme des tores d’invariants se demontre de fagon analogue au 
cas singulier, nous devons simp lenient aj outer un parametre perturbatif, 
prendre en compte la structure reelle et remplacer les germes en l’origine 
par des germes le long d’un tore. 


La variete 

X = (C*) n x C n x C. 

s’identifie au produit fibre cotangent au tore complexe (C*) n par une 
droite complexe. Notons qi ,..., q n les coordonnees dans (C*) n , pi,.. ., p n 
celle de C n et t G C le parametre perturbatif que nous noterons parfois 
Pn +1 • 


La deux forme 

1 ^ dqi A rl 

u := -7= > — A dpi 

Qi 

definit une forme symplectique sur les fibres de la projection 


X —> C, (q,p,t) t 

et, par consequent, un crochet de Poisson C{f}-lineaire. 

Les seuls crochets de Poisson non nuls sur X entre formes lineaires 
sont done 

{Qi,Pi} = V-iqi- 


La structure reelle sur X est donnee par l’involution antiholomorphe 

1 _ 

qi 1-4 —, pi^r pi,t ^ t. 

Qi 

La partie reelle de X est 

X(R) = (S 1 )" xl B xl. 

On posant qi = e v/ “L 3i pour q G (S 1 )”, on obtient 

n 

u = ^2 dpi A dpi, 

1=1 

ce qui correspond bien a la forme symplectique du fibre cotangent au 
tore. 
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8. LE THEOREME DES TORES INVARIANTS 


La famille de compacts K 

K s = {(q,p,t) G X : 1 - s < |&| < 1 + s, \pi\ < s, |f| < s 2 } 
definit un voisinage de X(M) dans X. 

§2 Demonstration du theoreme des tores invariants 

Appliquons le theoreme de Kolmogorov abstrait avec E C C W (K) le 
sous-espace des fonctions reelles, F C E la somme du carre de L ideal 
engendre par les pi,...,p n avec les fonctions de t et M C E^ 1 ) les 
fonctions qui s’annulent en t — 0 : 

M — tE. 

Nous prenons g C !B 1 (E)^ 2 ^ egal a l’espace des derivations hamiltoniennes 
qni s’annulent en t — 0 : 

g := | {~,h(t,q,p)} + ^a t {t)d TH : a*(0) = 0, h(0, -) = O.j . 

L’exponentielle d’un element de g est un symplectomorphisme dependant 
de t. 

Calculons maintenant l’application p. La deuxieme composante de p 
s’identifie done a l’application 

g —» M/F, {-, h} + a i(t)dpi ^ {H, h{t, q,p )} + a.i(t)d Pi H 

i i 

Notons Mq )t (resp. M t ) le sous-espace des fonctions de M ne dependant 
que de q,t (resp. de t). 

Considerons l’application qui a une fonction associe sa valeur moyenne 

M 9ji —* M t , !->• a 0 

IGZ" 

L’espace vectoriel M/F s’identifie a 

et 

n 

i/i 2 * 

i =1 

Decomposons l’operateur {H + a, —} dans chacun des facteurs M q:t et 
PiMgj. Pour a G I 2 , on a 

{H + a, h(q, t)} = f* h(q, t ) + {a, g }; 

{H + a,Pih(q,t)} =Pif*h(q,t ) + y/ = iq i (h(q,t)d qi H. + d q .a) + Pi{a, h(q,t)} =Pif*h(q,t). 
Par ailleurs : 


< 9 gi H = 0 , d qi a G I 2 , {a, h} G I 
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done on a : 

{H + a,pih(q,t)} = Pif*h(q,t) modi 2 . 


Done en utilisant la decomposition 


K, )t © ©/6-\i 


i^q,t , 


i= 1 


l’operateur {—, H} est de la forme 

/a 0 

{a,-} /* 


Le prodnit de Hadamard 

9 


E 

ieN"\{o} 


(w,I) 


est un inverse de /★ sur K qt . Pour trouver un inverse a droite sur la 
deuxieme composante, nous utilisons l’isomorphisme 


~ ^^PiKqj © 
i= 1 i= 1 i=l 

Sur la premiere composante, le produit de Hadamard avec g donne 
l’inverse a droite alors que sur la deuxieme, nous utilisons l’hypothese 
de non-degenerescence. Celle-ci implique en effet que l’application 

n n 

A : ^2 a i(t)c) Pi '->'%2a i (t)d Pi (H + a) 

i=l i= 1 

est inversible car 

n 

y j di(t)d Pi (H + a) = (ai,. .., a n ) Hess(H + a) 

i= 1 

on Hess designe la hessienne par rapport aux variables p \, ... ,p n . Nous 
avons done trouve un inverse a droite borne de Taction infinitesimale. 



D’apres le theoreme de Kolmogorov abstrait, pour tout R G !Rx,k, il 
existe un automorphisme de Poisson tel que 

</?(H + R) = H modM{t} © I 2 . 

Ceci acheve la demonstration du theoreme des tores invariants. 
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